Extrema liés (par les sous-variétés)
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Lecons concernées : 159, 214, 215, 219.

Théoréme 1. Soit f,g1,...,g, des fonctions réelles de classe C* sur un ouwvert U de R™.
On note X 'ensemble de x € U tels que gi(z) = -+ = gr(x) = 0. Si fix admet un
extremum local en a et les formes linéaires dgi(a),...,dg.(a) sont indépendantes, alors il
existe A, ..., A\ dans R tels que

df(a) = Midgi(a) + - - - + A\pdgr(a),
autrement dit, les formes linéaires df (a),dg1(a), ..., dg,(a) sont liées.

Lemme 2. Soit g: U < R™ — RP une submersion en a € U (une application différentiable
sur U dont la différentielle en a dg(a) : R™ — RP est surjective). Alors il existe V. U un
ouvert contenant a tel que 'application

b v — R”
Cr= (1, mn) — (@), 0p(T), Tpga, - ).

définisse un C* difféomorphisme sur son image W.

Démonstration. Quitte & permuter les coordonnées, on peut supposer que la matrice

oa
B := < Ji (a))
0 1<i4,5<p
est inversible. La matrice jacobienne en a de h est alors la matrice par blocs
B (%)
0 I,

qui est inversible. Ainsi, d’aprés le théoréme d’inversion locale, il existe V < U contenant
a tel que Ay, soit un difféomorphisme sur son image W < R". O

Démonstration (Théoréeme). Par hypothése sur les g;, X est lisse au point a (vérifie les
hypothéses d’une sous-variété au point a). On définit T, X D'espace tangent de X en a
comme :

T,X = {v eR™ 3 >0,3v:]—¢,¢[— X, de classe C',v(0) = a et 7/(0) = v}.

1. Merci & Adrian Petr pour son aide.
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Etape 1 : Iapplication df(a) est nulle sur I'espace tangent : soit v € T, X associé a 7.
La fonction de classe C1 fovy:]—e,e[— X admet un extremum local en 0 par hypothése,
donc fo4/(0) =0, or,

for/(0) = df(a) -+/(0) = df(a) - v = 0.

,
Etape 2 : on montre que T,X = ﬂ ker(dg;(a)). On procéde par double inclusion. Soit
i=1
1 < i < r, alors par définition, Vo € X, g;(x) = 0, donc en particulier, si v € T, X associé a
7, pour tout t €] — e, €[, gi o y(t) = 0 et donc

gi o' (0) = 0 = dg;(a) -7/ (0) = dgi(a) -v = 0.

Réciproquement, on sait par hypothése que g = (g1,...,9p) : R — RP est une submer-
sion, on considére alors h : V — W le C! difféomorphisme donné par le lemme précédent :
h(zi,...,zn) = (g1(x),. .., 9p(x), Tps1,...,2p). Soit v € [_; ker(dg;(a)). On pose, pour
teR,

3(t) = h(a) +t dh(a) - v.

Il est clair que 7 est de classe C'. D’autre part, ¥(0) = h(a) € W, ainsi, il existe ¢ > 0 tel
que pour tout [t| < e, F(t) € W. Enfin, on remarque que

MX N V) =W n ({0} x R"7P).
Or, puisque v € [);_, ker(dg;(a)),
dh(a) - v = (dgi(a),...,dgy(a),id,...,id) - v e {0} x R""P.

Ainsi, puisque h(a) € {0} x R"P, pour tout |¢t| < e, ¥(t) € W n ({0} x R""P). On considére
alors y = h 1 o7 :]—e,e[— X, de classe C', qui vérifie

7'(0) = dh™*(h(a)) - 7'(0) = (dh(a))™" - dh(a) -v =

et donc v € T, X |Faire un dessin|.
Etape 3 : on conclut. On a montré que

ToX = ﬂ ker dg;(a) < ker df (a),
i=1

c’est-a-dire que o 0
{dgl(a), ... ,dgp(a)} c {df(a)}

et donc,
Vect (df (a)) < Vect (dgi(a), ..., dgy(a))

par passage & I'orthogonal, c¢’est la conclusion recherchée. O
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On peut montrer le théoréme spectral grace au théoréme des extrema liés (cf BECK,
MALICK, PEYRE).

Application 3. Soit E un espace euclidien et soit u € L(E) symétrique. Alors il existe une
base orthonormée de E formée de vecteurs propres de u.

Démonstration. On considére

E — R E — R

: t :
/ x - <u(x),r> Iy s <z,x>-—1.

Alors S = {x,g9(x) = 0} la sphére unité est compacte et donc f continue atteint son
maximum sur S en ej. D’autre part df (z)(h) = 2 < u(z),h > et dg(z)(h) =2 < z,h >
donc d’apreés le théoréme des extrema liés, il existe A\; tel que df (e1) = A\idg(eq), ¢’est-a-dire
u(e1) = Areg. On a donc trouvé une valeur propre A\; de vecteur propre e; de norme 1.
On raisonne alors par récurrence sur F' = ef O
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